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El primer paso para el desarrollo de este proyecto lo constituyo´ la revisio´n, con cierto
detalle, del art´ıculo ”Bounds for the speed of combustion flames:the effect of mass dif-
fusion”[1]. En este trabajo los autores realizan una propuesta para hallar tanto cotas
superiores como inferiores par la velocidad de la llama. As´ı mismo analizan las respues-
tas de la llama bajo la influencia de los feno´menos de difusio´n y de radiacio´n, utilizando
el METODO DE DIFERENCIAS FINITAS para asi obtener perfiles de temperaturas a
partir del modelo matema´tico que describe el feno´meno.
En el presente trabajo se aplico´ el METODO DE ELEMENTOS FINITOS al sistema
de ecuaciones diferenciales para obtener los perfiles de temperatura, explorando tambie´n
el efecto de la difusio´n y la radiacio´n, al igual que el art´ıculo, para llamas laminares
premezcladas.
Adema´s se explorara´ una funcio´n de ensayo tipo exponencial para sustituir la funcio´n
polino´mica propuesta por los autores y se comparara´n los resultados.
Los datos en el METODO DE DIFERENCIAS FINITAS fueron procesados con una
hoja de ca´lculo (openOffice) y el METODO DE ELEMENTOS FINITOS fue programado




Para comprender los procesos de combustio´n se hace necesario revisar algunos conceptos
ba´sicos de la f´ısica, la qu´ımica y la matema´tica.
Un proceso de combustio´n es una reaccio´n qu´ımica en la cual hay, generalmente, gran
desprendiemiento de energ´ıa. Adema´s hay ruptura de enlaces en los reactantes para
formar nuevos enlaces en los productos. Por ejemplo el proceso de combustio´n del octano:
C8H18 + 25O2︸ ︷︷ ︸
Reactantes
−→ 8CO2 + 9H2O︸ ︷︷ ︸
Productos
Por principio de conservacio´n de la masa la cantidad de a´tomos se conserva (C,H,O),
mientras que para las mole´culas no se puede afirmar lo mismo. Se puede ver, por ejemplo,
que se rompen los enlaces C-H (en el C8H18) y se forman enlaces O-H (en el H2O).
La cantidad de sustancia es medida en unidades de masa (kg) o en nu´mero de moles
(n).Un mol de sustancia equivale a 6, 023× 1023 part´ıculas (a´tomos, mole´culas, iones,...)
Las siguientes relaciones sera´n u´tiles en el transcurso de este documento.
Si N es el nu´mero total de especies podemos definir los conceptos a continuacio´n:
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1.1 Fraccio´n molar del componente i
Si mi es la masa del componente i
xi ≡ ni
n












1.3 Masa molar (Mi)
Es la masa de 6, 023× 1023 part´ıculas (a´tomos, mole´culas,iones,...) dado en g/mol
mi = Mini (1.3)
1.4 Masa Molar media:
Si Mi es la masa molar del componente i en
kg
mol

























































1.5 Densidad: Propiedad intensiva























1.6 Ecuacio´n de Estado de Gases Ideales
Se tendrae´n cuenta la teori´ıa de los gases ideales ya que las condiciones en que de propaga
una llama suceden, usualmente, a bajas presiones y altea temperaturas
PV = nRT (1.10)
donde P presio´n (en Pa =Pascales), T temperatura (en K), V volumen (en m3) y
R = 8, 314J ·mol−1 ·K−1

















1.7 Concepto de viscosidad





Donde τxy es la fuerza cortante en la direccio´n x sobre un a´rea unitaria en la direccio´n
de la variable y (perpendicular a x) y el te´rmino
dvx
dy
es el gradiente de velocidad y la
constante de proporcionalidad µ es la viscosidad del fluido.
Como se muestra en la siguiente figura. En y = 0 el fluido tiene una velocidad vx0 y por
Figura 1.1: Perfil de velocidad en estado estacionario en flujo laminar(tomado de Bird
pa´gina 12 [2])
tanto una cantidad de movimiento.
Una parte de esta cantidad de movimiento se transmite a la capa inmediatamente superior
para que dicha capa superior mantenga una velocidad en la direccio´n x. Esta transmisio´n
de cantidad de movimiento se sigue dando entre capas adyacentes de manera sucesiva.
As´ı τxy puede verse como flujo de cantidad de movimiento correspondiente a la direccio´n
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x en la direccio´n positiva de la y. La cantidad de movimiento se transmite desde regiones
de altas velocidades a regiones de bajas velocidades.






La capacidad calor´ıfica es una propiedad que depende co´mo se efectu´e el proceso: a vol-
umen constante o a presio´n constante.
1.8.1 Capacidad calor´ıfica a volumen constante:











donde U es la energ´ıa interna (variable de estado) y T la temperatura.
1.8.2 Capacidad calor´ıfica a presio´n constante:











donde H es una variable de estado llamada entalp´ıa.
Para un gas ideal el calor sensible transmitido a volumen constante esta´ dado por:




y el calor sensible transmitido a presio´n constante esta´ dado por:





Para gases ideales tambie´n se cumple la relacio´n
Cp = Cv +R (1.19)
siendo R la constante universal de gases ideales.
1.9 Ley de Fourier (conduccio´n de Calor)
Este femo´meno es un transporte molecular de energ´ıa. Si se tiene un material so´lido
situado entre dos placas paralelas de a´rea A separadas una distancia Y , cuyas temper-
aturas son T0 y T1 respectivamente (T1 > T0 ,constantes), se desarrolla, con un tiempo
suficientemente grande, un perfil de temperatura como se muestra a continuacio´n en la
figura 1.2 Si el ∆T es pequen˜o entonces, la cantidad de calor que fluye atrave´s del so´lido







donde λ es la conductividad te´rmica del material (l´ıquido, so´lido o gas).





donde qy es el flujo de calor por unidad de a´rea (flux de calor).








En forma vectorial se puede escribir
q = −λ∇T (1.23)






Figura 1.2: Formacio´n del perfil de temperatura en estado estacionario: tomado de Bird
pa´gina 310 [2]
1.10 Ley de Fick de la difusio´n binaria.
Esta ley describe el movimiento de una especie quimica A a trave´s de una mezcla de
componentes A y B. La fuerza impulsora es un gradiente de concentracio´n del componente
A. Es una ley ana´loga al transporte de momento y a la conduccio´n te´rmica.
En la Ley de Fick de difusio´n binaria el flujo ma´sico ωAy de la sustancia A que se desplaza






donde DAB es la difusividad.
Usualmente se llama a la cantidad
ωAy
Area




j˙Ay = −ρDAB dωA
dy
(1.26)
es la versio´n unidimensional de la Ley de Fick de difusio´n, va´lida para soluciones binarias
de so´lidos, l´ıquidos o gases, en donde j˙Ay representa la densidad de flujo de masa con
respecto a la velocidad vy la cual es equivalente a:
vy = ωA · vAy + ωB · vBy (1.27)
La velocidad vy es un promedio ponderado de acuerdo a las fracciones en masa. Tambie´n
se le llama velocidad media de masa.
Por otro lado las velocidades vA y vB no son velocidades instanta´neas de las mole´culas,
representan la media aritme´tica de las velocidades de todas las mole´culas de cada especie
en un volumen pequen˜o.
En general la densidad de flujo de masa j˙Ay se puede definir como:
j˙Ay = ρwA(vAy − vy) (1.28)
De manera ana´loga se define para el componente B.
En el proceso de interdifusio´n de las especies A y B el centro de masa se va desplazando
en la direccio´n ”y” si las masas molares A y B son diferentes.Ahora bien, si se atiende a
la manera como esta´n definidas las densidades de los flujos de masa tiene la relacio´n:
j˙Ay + j˙By = 0 (1.29)
Generalizando para las direcciones x, y, z se tienen las expresiones de la Ley de Fick en
forma tridimensional.
j˙A = −ρDAB∇ωA Componente A (1.30)
j˙B = −ρDBA∇ωB = −ρDAB∇ωB Componente B. (1.31)









cinema´tica ) tienen dimensiones de
[longitud]2
tiempo
De esta manera las relaciones entre estas cantidades son grupos adimensionales.
1.11 Algunos nu´meros adimensionales:
1.11.1 Nu´meros de Reynolds:
Propiedad que depende de las propiedades f´ısicas del fluido, velocidad y la geometr´ıa del
ducto que lo transporta:
Re =




D : dia´metro de la tuberia [L].








µ : viscosidad del fluido
[M ]
[L · t] .
El flujo se puede clasificar como laminar, de transicio´n o turbulento de acuerdo al Re,asi:
Re < 2100 Laminar
2100 < Re < 4000 Transicio´n
Re > 4000 Turbulento








Relacio´n entre la transferencia molecular de cantidad de movimiento con la transferencia
molecular de materia.
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Relacio´n entre la transferencia de calor convectiva con la tranferencia de masa
convectiva.








Relacio´n entre la velocidad de difusio´n de cantidad de movimiento y la velocidad de
difusio´n de calor.
1.12 Algunos aspectos ba´sicos en teor´ıa de llamas.
El problema de la combustio´n ha sido abordado desde un enfoque experimental y desde
un enfoque teo´rico. Desde el punto de vista experimental se han presentado grandes
dificultades en situaciones donde el flujo es turbulento en donde la problema´tica radica
en la imposibilidad de comprender el feno´meno desde la cine´tica, la transferencia de
calor y la descripcio´n del perfil de temperaturas entre otras. Esta rama no ha sido muy
desarrollada. Los sistemas de combustio´n y control de contaminantes, por ejemplo, esta´
basada en la experimentacio´n pra´ctica.
En contraste a la visio´n emp´ırica del problema cuya finalidad es “co´mo hacerlo”, esta´n
el desarrollo de descripciones matema´ticas de los feno´menos de combustio´n.
Dichos modelos, los cuales han venido desarrolla´ndose desde hace algunos 15 an˜os se han
orientado a realizar ana´lisis detallado de los flujos, tasas de transferencia de calor y
distribuciones de velocidad entre otras.
Los modelos matema´ticos que se han venido generando no tienen au´n la potencia y el
alcance que se requieren. Sin embargo han permitido a los ingenieros especialistas
realizar procesos de optimizacio´n y disen˜o as´ı como tambie´n cambios en sus procesos de
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combustio´n como por ejemplo cambios en la geometr´ıa de hornos, condiciones de
entrada de gases Brizuela [3].
1.12.1 Tipos ba´sicos de llamas.
La llama puede considerarse un medio gaseoso en el que se desarrollan reacciones de
combustio´n.
De acuerdo al tipo de flujo se puecen clasificar en laminares, si el NRe < 2000, y
turbulentas. El primer tipo de flujo se caracteriza por gradientes de velocidad bajos, lo
cual hace que no haya entrecruzamiento de lineas de flujo. Las part´ıculas en re´gimen
laminar se desplazan en forma de capas o la´minas.
Por su parte en el re´gimen turbulento se presenta si NRe > 4000. Este tipo de flujo se
caracteriza por que las part´ıculas no se mueven utilizando trayectorias definidas, las
fuerzas viscosas son despreciables y hay formacio´n de remolinos con choques frecuentes
entre las part´ıculas.
Tambie´n pueden clasificarse las llamas de acuerdo al punto en donde se mezclen
combustible y el oxidante se mezclan antes de ser quemados. Cuando la mezcla se
presenta simulta´neamente con el proceso de quemado se considera una llama no
premezclada.
El frente de llama es la zona que marca la separacio´n entre el gas quemado y el gas sin
quemar. Usualemente el espesor del frente de llama va desde 1 mm hasta ocupar
totalmente la camara de combustio´n.
La propagacio´n de la llama es el desplazamiento del frente de llama a trave´s de la
mezcla de gases.
1.12.2 Investigacio´n Experimental en llamas.
En el disen˜o de procesos la simulacio´n por computador cobra cada vez ma´s importancia
debido a la potencia cada vez mayor en procesos de modelamiento y prediccio´n de
propiedades de sustancias y de mezclas entre otras.
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Para una mezcla gaseosa es suficiente conocer las siguientes variables: velocidad,
temperatura, presio´n, densidad y la fraccio´n molar para cada una de las especies.
Por ejemplo en un flujo gaseoso la medida de la velocidad se llama anemometr´ıa y el
instrumento frecuentemente usado es el anemo´metro de filamento. Una gra´fica t´ıpica de
la medida de la velocidad de las part´ıculas a diferentes distancias del origen de la llama,
ver figura 1.3, aqu´ı se muestran las mediciones de velocidad para una llama en flujo
turbulento. Asi mismo existen te´cnicas para evaluar cada una de las propiedades
Figura 1.3: Medidas de velocidad de las part´ıculas (puntos) y las velocidades calculadas





Descripcio´n Matema´tica de una
llama Premezclada Laminar.
En un flujo de un fluido, como se menciono´ antes, en donde hay una reaccio´n qu´ımica
puede considerarse que esta completamente descrito si se especifica la presio´n, la
densidad, la temperatura, la velocidad de flujo y la concetracio´n de cada especie. Los
cambios en estas variables suceden por cualquiera de los siguientes mecanismos:
a.) Flujo del fluido (conveccio´n).
b.) Reaccio´n qu´ımica.
c.) Transporte molecular (conduccio´n de calor, difusio´n o viscosidad).
d.) Radiacio´n
En estos tipos de cambios que se generan en flujos reactivos existen algunas propiedades
que se conservan como la masa, la energ´ıa y el momento.
2.1 Ecuaciones de conservacio´n para flujos
laminares en llamas planas premezcladas.
Un ejemplo de este tipo de llamas lo constituye un quemador plano. Los gases emergen
del quemador y fluyen hacia el frente de la llama, la cual es una zona delgada que separa
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los gases no quemados de los gases quemados, verfigura 2.1
Figura 2.1: Ilustracio´n esquema´tica de una llama laminar premezclada tomado de Warnatz
pa´gina 30 [4]
Por otra parte se supone que los efectos de borde se puede despreciar ya que el dia´metro
del quemador es suficientemente grande.
Las propiedades de la llama antes mencionadas depende exclusivamente de la distancia
z desde el quemador al frente de llama.
Para simplificar el modelo se hara´n las siguentes suposiciones:
1. Comportamiento de gas ideal.
2. Fuerzas gravitacionales despreciables.
3. Sistema continuo: Esto quiere decir que la trayectoria media de las mole´culas es
pequen˜a si se le compara con el grosor de la llama.
4. Presio´n constante.
5. Energ´ıa cine´tica del gas despreciable.
6. Efecto Dufour despreciable.
7. Radiacio´n despreciable.
8. Hay equilibrio te´rmico local.
10. La llamas se encuentra en estado estacionario.







donde z es una coordenada espacial, t es el tiempo, W es cualquier variable conservativa
E por unidad de volumen. Asi [w] =
[E]
m3
. [W ] significa unidades de W . J es el flux (o´
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flux de densidad) [J ] =
[E]
superficie · tiempo . Q es un sumidero de la variable
conservativa E, as´ı [Q] =
[E]
volumen · tiempo.
2.2 Conservacio´n total de masa.
Para la conservacio´n de la masa podemos reemplazar W por la densidad total de masa
(en kg
m3
) y el flujo por el producto de la velocidad media de masa por la densidad. De
esta manera J = pv (en kg
m2s
.)
El te´rmino Q es nulo ya que en el proceso no hay creacio´n ni destruccio´n de masa. De







2.2.1 Consevacio´n de masa para la especie i.
Recordando que ρi =
mi
V








Debido a las reacciones qu´ımicas, para cada especie i hay produccio´n o consumo de

















es la velocidad de
produccio´n en mol
m3s




La velocidad de difusio´n vi se compone de la velocidad media de la masa v (respecto al
centro de masa de la mezcla) y la velocidad de difusio´n Vi (tambie´n relativa al centro de
masa )
vi = v + Vi (2.5)
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2.3 Conservacio´n de la entalp´ıa de la mezcla.
Una propiedad de los sistemas abiertos es la entalp´ıa definida como
ĥ = û+ pv̂ (2.9)
donde û es la eneg´ıa interna en kJ
Kg
, p es la presio´n en kPa y v̂ el volumen espec´ıfico.



























Q = 0 (2.12)
La u´ltima ecuacio´n se debe a la La Ley de conservacio´n de energ´ıa. En donde hj es la
entalp´ıa espec´ıfica para la especie i en kJ
kg
, jq es el flujo de calor que se produce por el
gradiente de temperatura. Y el te´rmino
∑
ρjvjhj es el cambio de entalp´ıa que se
produce por el flujo de especies.


















(ρwjhj) = 0 (2.13)
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2.4 Transporte de calor y masa





m2 · s (2.19)
donde:
λ es la conductividad te´rmica de la mezcla en
Julios
kg ·m · s .
Para el flujo de masa se utiliza la forma extendida de la Ley de Fick, propuesta por
















m2 · s (2.20)
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Dij : es el coeficiente de difusio´n multicomponente.
xj : la fraccio´n molar.





m · s de la especie i.
Sin embargo para propositos pra´cticos se ha propuesto la fo´rmula simplificada:










Donde −DMi representa el coeficiente de difusio´n de la especie i en la mezcla de las otras
especies.
2.5 Descripcio´n del frente de llama en el caso de
una llama laminar premezclada.
Para una descripcio´n completa del frente de una llama laminar premezclada es
necesario, como en un proceso de combustio´n, determinar la temperatura, la presio´n, la
velocidad v y las densidades parciales ρi y las fracciones en masa wi.
Inicialmente se puede asumir la presio´n como constante y homoge´nea. La densidad se
puede calcular con la ley de los gases ideales a partir de la temperatura, la presio´n y la
composicio´n.
Utilizando la suposicio´n de una llama estacionaria es posible determinar la velocidad con
la ecuacio´n de continuidad, as´ı
∂(pv)
∂z
= 0 → pv = constante (2.22)
Sabiendo lo anterior y usando el flujo ma´sico (ρ · v) de los gases no quemados se puede
calcular cada punto de la llama.
La fraccio´n ma´sica wi(i = 1, ..., N), se determina resolviendo las N − 1 ecuaciones de




La difusio´n te´rmica puede ser importante para componentes con baja masa molar tales
como H,H2 o He. No obstante este feno´meno puede no ser tenido en cuenta ya que
estos componentes se encuentran usualmente en bajas concentraciones.
Teniendo en cuenta que ji = −DMi ρ
∂w
∂z


























La temperatura se puede calcular transformando la ecuacio´n (2.23) y utilizando las
ecuaciones : jq = −λ∂T∂z , dhi = CρidT y Cρ =
∑


































































































Experimentalmente se ha determinado que las llamas con flujo laminar y premezcladas
se propagan con una velocidad determinada y para calcularla se empleara´ un modelo
unidimensional de combustio´n para llama laminar premezclada con so´lo dos
componentes: Combustible F y no combustibles( sustancias inertes y oxidantes) NF.
Las ecuaciones que se utilizara´n sera´n las propuestas por Warnatz[4] y desarrolladas en
el cap´ıtulo 2, con i = F,NF






= ri con i = F,NF (3.1)
donde vi es la velocidad de difusio´n, ri es la velocidad qu´ımica de produccio´n y ρi la
densidad de especies. Adicionalmente a la ecuacio´n (2.32) se tiene en cuenta la ecuacio´n


















+ q′ con i = F,NF (3.2)
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Donde T es la temperatura, λ la conductividad te´rmica, Cp es la capacidad calor´ıfica del
componente i.










Donde la velocidad media de masa es cero. Y a partir de la densidad total de la mezcla






considera´ndose la mezcla reaccionante como un flujo no compresible.
ρCp = ρFCpF + ρNFCpNF (3.5)





De acuerdo a la ecuacio´ (3.2) la velocidad de cambio de la temperatura no depende
u´nicamente de la conductividad te´rmica ma´s la generacio´n de calor tambe´n depende de
la difusio´n de especies con diferentes capacidades calor´ıficas.


















Cpiρivi = CpFρFvF + CpNFvNFvNF
= CpFρFvF − CpNFvFvF
= (CpF − CpNF )ρFvF
Ahora si aplicamos la ley de Fick para la difusio´n del combustible se tiene:
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jF = ρFvF = −DF ∂ρF
∂r
(3.8)


















Donde el te´rmino (CpF − CpNF ) ρFvFDF ∂ρF∂r ∂T∂r es la contribucio´n al cambio de energ´ıa
interna debida a los procesos de difusio´n el cua´l tiende a desaparecer en la medida en
que las capacidades calor´ıficas sean similares.






RT − e− EaRT0
)
(3.10)
Donde Q es el calor producido por unidad de masa, R es la constante universal de los
gases, Ea es la energ´ıa de activacio´n por mol y A el factor preexponencial. El u´ltimo
te´rmino de esta ecuacio´n QAρF e
− Ea
RT0 es el calor perdido en la frontera de la llama a una
temperatura T0. Por otra parte a altas temperaturas se tiene que:
ρF e
− Ea






RT0 << ρF e
− Ea
RT
De acuerdo a lo anterior el te´rmino q′ se puede aproximar de la siguiente manera:








RT − e− EaRT0
)
(3.11)





















RT − e− EaRT0
)
(3.12)
De acuerdo a Pujol et al [1] esta suposicio´n esta´ en concordancia con los resultados
obtenidos por simulaciones nume´ricas.
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Adema´s de la ecuacio´n de conservacio´n de energ´ıa se va a utilizar la ecuacio´n balance de







Y teniendo en cuenta la ecuacio´n de difusio´n de masa y el te´rmino de generacio´n de















RT − e− EaRT0
)
(3.13)
Observando el u´ltimo te´rmino de la ecuacio´n (3.12) la temperaturag local se
incrementara´ pero de acuerdo a la ecuacio´n (3.13) el combustible se agotara´ localmente
con el tiempo. Debido al modelo que se esta´ utilizando la temperatura no disminuye ya
que no se tienen en cuenta las pe´rdidas por radiacio´n. La solucio´n en este caso es un
”un frente que se propaga con velocidad constante.”
En art´ıculos anteriores se han resuelto problemas similares pero no han tenido en cuenta
el feno´meno de la difusio´n como es debido, Pujol et al [1]
A continuacio´n se tiene en cuenta las siguientes definiciones de para´metros:




















































θ − e 1θ0
)
(3.22)









































































































































Al reemplazar estas ecuaciones en la ecuacio´n (3.12) y (3.13) se obtienen las ecuaciones
(3.21) y (3.22).
Los valores utilizados por los investigadores en el trabajo son: CpF ≈ 1.5kJK−1kg−1,
CpNF ≈ 1kJK−1kg−1, C = 0.5 y 0 < Le < 0.5
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Las ecuaciones (3.21) y (3.22) fueron resueltas nume´ricamente para valores de C = 0.5 y
θ0 = 0.07. Se utilizaron las condiciones iniciales: T (r, t = 0)para aquelos valores de r
tales que ρF (r, t = 0) = ρ0. El procedimiento utilizado fue el me´todo de las diferencias
finitas.
A continuacio´n se muestran algunos resultados gra´ficos obtenidos en el me´todo de
diferencias finitas, ver figura 3.1
Figura 3.1: Ejemplo de perfiles de temperatura adimensional obtenido nume´ricamente
resolviendo las ecuaciones (3.21) y (3.22), para Le = 0 (lineas so´lidas) y Le = 0, 5
(lineas discontinuas). Al graficar las soluciones se obtienen frentes (se ha despreciado la
radiacio´n). Debe observarse que la temperatura ma´xima obtenida en un frente decrese en
la medida en que Le aumenta. Tomado de Pujol et al [1]
Es importante destacar que el nu´mero de Lewis Le tiene mucha importancia en los
procesos de combustio´n en donde se presentan feno´menos de difusio´n encontra´ndose que
0 6 Le 6 1, valiendo 0 en el caso en que no hay difusio´n.
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Cap´ıtulo 4
Cotas para la propagacio´n del frente
de llama
Para esta seccio´n se aplicara´ el me´todo de ca´lculo de variaciones para obtener cotas
superiores e inferiores para la rapidez del frente de onda Benguria y Dapassier [6].
Fundamentalmente el me´todo esta´ basado en el me´todo de Benguria y Dapassier
referenciado en [1]. Incluye el me´todo de la difusio´n de masa generalizado los cuales
pueden ser aplicados a sistemas simples RD. En el art´ıculo los autores Pujol et al
reducen el modelo completo, es decir, las ecuaciones (3.21) y (3.22) a una sola ecuacio´n
RD en una sola variable simple: la temperatura.
El procemiento anterior se hace con el objetivo de obtener cotas superiores en inferiores
para la velocidad del frente de llama de combustio´n.
4.1 Modelo RD de combustio´n de una variable
simple
El procedimiento inicialmente busca eliminar la variable ρ′ utilizando una relacio´n
sencilla entre θ y ρ′. Inicialmente se obtendra´ una expresio´n para la temperatura
ma´xima θmax en el frente de llama. Para lograr esto las expresiones (3.21) y (3.22) desde
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t′ = 0 (antes de que el frente de llama llegue al punto considerado) hasta t′ =∞(despue´s
que el frente de llama ha pasado). Las condiciones de frontera son:
θ(t′ =∞) = θmax θ(t′ = 0) = θ0
ρ′(t′ =∞) = 0 ρ′(t′ = 0) = 1
Las condiciones anteriores implican que en la regio´n estrecha del frente de llama existen
gradientes te´rmicos y de densidad. Bajo estas suposiciones el te´rmino total de flujo de
calor se hace despreciable en la ecuacio´n (3.21) y el flujo de difusio´n de masa en la
















θ − e 1θ0
)
(4.2)






La cua´l se integra de acuerdo a las condiciones de frontera:∫ θmax
θ0





lo cua´l nos lleva a la ecuacio´n:




La figura 4.1 confirma la validez de las suposiciones hechas y del valor de la temperatura
ma´xima obtenida.
En la gra´fica se puede apreciar una gran concordancia tanto para el caso no difusivo
como para altos valores de Le. Esta ecuacio´n jugara´ un papel importante en la
deduccio´n de las cotas superiores e inferiores para la velocidad del frente de llama, ya
que permitira´ definir nuevas variables adimensionales cuyo rango de valores se
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Figura 4.1: Comparacio´n entre los valores obtenidos para θmax utilizando la ecuacio´n(4.5)
y los obtenidos por simulacio´n nume´rca del modelo completo, es decir, con las ecuaciones
(3.21) y (3.22), para Le = 0 y Le = 1. Tomado de Pujol et al [1]
encuentran entre 0 y 1. Inicialmente la ecuacio´n (4.5) puede tambie´n escribirse en
te´rminos de la variable T:




La ecuacio´n anterior es un caso especial de la ecuacio´n de Zeldovich, referenciada
enGlasman y Yetter pa´gina 160 [6] y Fort et al [7].
ρ0Cp(T − T0) = Q(ρ0 − ρF ) (4.7)
Esta ecuacio´n tambie´n puede escribirse en te´rminos de las variables adimensionales θ y
ρ′ as´ı:




A partir de esta ecuacio´n se puede obtener la ecuaco´n (4.6) cuando t tienda a infinito, T
tienda a T ma´xima y la densidad del combustible tienda a cero. Ahora se obtendra´ una
expresio´n en donde no aparezca la variable ρ′. La ecuacio´n 4.8 se puede utilizar ahora























yρ′ = 1− (θ − θ0)C
















θ − e− 1θ0
)
(4.9)
Esta expresio´n es una ecuacio´n RD para la variable θ y que no esta´ acoplada con la
densidad. y para obtenerla se utilizo´ la ecuacio´n de Zeldovich. Seguidamente se utilizo´
otra variable adimensional adicional:
θ′ =
θ − θ0
θmax − θ0 0 ≤ θ
′ ≤ 1 (4.10)
Con extremos θ′ = 0 cuando T = T0 (temperatura ambiente) y θ′ = 1 cuando T = Tmax



































= (θmax − θ0)∂
2θ′
∂r′2























con B > 0 (ya que CF > CNF ) y llamando




θ0+(θmax−θ0)(θ′) − e− 1θ0
)
(4.13)












Debe destacarse que los extremos de la nueva variable adimensional θ′ = 0 y θ′ = 1
corresponden a los estados estables f(θ′ = 0) y f(θ′ = 1) = 0
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4.2 Cotas inferiores
Como se puede observar en la figura 2.1 las soluciones de la ecuacio´n (4.14) son frentes
viajeros de la forma θ′(r′ − vt′) en donde v es su velocidad. A pesar de que hay varios
autores que han estudiado las cotas para la velocidad del frente de llama, no hay
resultados para el proceso de combustio´n modelado por la ecuacio´n (4.14). El me´todo
que emplearon los autores esta´ basado en la propuesta de Benguria y Dapassier quienes
expresan las derivadas parciales de la ecuacio´n (4.14) en te´rminos de la variable








































+ f (θ′) = 0 (4.15)
En los trabajos desarrollados por Benguria y Dappassier se trabajo´ el caso B=0, es























(−p) = p ∂p
∂θ′
.




− vp−Bp2 + f (θ′) = 0 (4.16)












































h = − dg
dθ′





















La funcio´n g(θ′) se selecciona de tal manera que:
h−Bg > 0 (4.20)
Por otra parte, como p y f la funcio´n g(θ′) se selecciona de tal manera que:
fg
p
+ p(h−Bg) ≥ 2
√
fg(h−Bg) (4.21)
(Nota:Si a > 0 y b > 0 entonces a+ b ≥ 2√ab) De aqu´ı que podemos obtener una









Es posible ahora dar valores para la cota de la velocidad de la llama utilizando una
funcio´n de prueba g(θ) que satisfaga la ecuacio´n (4.20) dentro del rango de los valores
asumidos en el art´ıculo por los autores, es decir, 0 ≤ B ≤ 0.5, 0 ≤ Le ≤ 1 y ∆Cp
Cp
= 0.5
g(θ) = (1− θ′)n con 0.5 ≤ n ≤ 1 (4.23)∫ 1
0
g (θ′) dθ′ =
∫ 1
0







Finalmente obtenemos una ecuacio´n para la cota inferior de la velocidad sustituyendo
(4.23) en (4.22):




f(1− θ′)n [−n(1− θ′)n−1 −B(1− θ′)n]




f (n(1− θ′)2n−1 −B(1− θ′)2n) (4.24)
Para obtener las cotas inferiores se integra la ecuacio´n (4.24) nume´ricamente para
algunos valores de n, por ejemplo n = 0.5 y n = 1 los cuales son mostrados con los
valores que se obtienen a partir de la solucio´n nume´rica del sistema completo. Los
resultados son mostrados en la figura (4.2)
Figura 4.2: Cotas superiores(linea so´lida) y cotas inferiores para dos valores de n(lineas
discont´ınuas) obtenidas estas u´ltimas con (4.24) y adema´s aparecen los valores exactos de
v (c´ırculos) obtenidos a partir de la simulacio´n del sistema completo, como funciones del
nu´mero de Lewis Tomado de Pujol et al [1]
Es importante adema´s que la funcio´n de prueba propuesta en el art´ıculo difiere de las
funciones propuestas por otros autores.
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4.3 Cotas superiores
Para hallar cotas inferiores utilizando el principio variacional debe escogerese primero
una funcio´n de prueba conveniente. Enseguida se hallara´ una cota superior utilizando un










Esto implica que la igualdad en la ecuacio´n (4.21) se mantiene (ya que (a− b) > 2√ab).
Despejando f(θ′) de la ecuacio´n (4.16) se tiene:
f (θ′) = vp+Bp2 − p ∂p
∂θ′
(4.26)
La ecuacio´n obtenida se reemplaza ahora en (4.25) como se muestra a continuacio´n:(












gˆ = −p dgˆ
dθ′
−Bgˆp
vgˆ +Bpgˆ − dp
dθ′





gˆ = −p dgˆ
dθ′
− 2Bgˆp










































































con 0 < θ′0 < 1 (4.28)
Para la existencia del conjunto S de todas las funciones de prueba admisibles gˆ se
requiere de la convergencia de las integrales de la ecuacio´n (4.28) y este hecho fue
probado ya por Benguria en los trabajos resen˜ados por [1], para el caso B = 0.
Sinembargo dado el hecho de que B > 0 no compromete la convergencia de las integrales.
Para hallar la cota superior, se sigue un proceso ana´logo al propuesto por los autores en
la seccio´n anterior. Por tanto se comenzara´ por multiplicar la ecuacio´n (4.27) por gp y


















− gpB︸ ︷︷ ︸
fg
p








































































Para todas las funciones g ∈ S, es decir, todas las funciones de prueba que satisfagan
(4.25).






































Ahora bien, si integramos por partes el te´rmino αθ′ dg
dθ′ y tenemos en cuenta que g(0) = 0




































































































El resultado obtenido aqu´ı reduce la cotas propuestas por Aronson y Weinberger para la
velocidad. Los autores mencionados trabajaron el caso B=0 (no difusio´n) y obtuvieron
la ecuacio´n:





La ecuacio´n (4.37) se puede resolver por un me´todos nume´ricos para diferentes valores
del Le. Los reultados obtenidos tambie´n estan mostrados en la figura 4.2. Los valores
que se obtienen en esta cota esta´n de acuedo con los obtenidos por los me´todos de
simulacio´n nume´rica aplicados al sistema completo de 2 ecuaciones.
4.4 Pe´rdidas por radiacio´n: Cotas para la velocidad
de propagacio´n de pulsos
Hasta este momento las pe´rdidas debidas a la radiacio´n fueron despreciadas. Para
obtener valores ma´s aproximados a los reales es conveniente tomar en cuenta las
pe´rdidas por radiacio´n. Ba´sicamente se trata de introducir un nuevo te´rmino en las
ecuaciones del modelo anterior. En la ecuacio´n de energ´ıa se contempla ahora el





















− 4aσ (T 4 − T 40 )
Donde a es el coeficiente de absorcio´n y σ es la constante de Stefan-Boltzmann.
Nuevamente aplicando aplicando los para´metros y variables adimensionales (con λ y DF
constantes) se vuelve a obtener un sistema de ecuaciones que modelan la llama laminar
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θ − e 1θ0
)










θ − e 1θ0
)
(4.40)









Las ecuaciones (4.39) y (4.40) se pueden reducir a las ecuaciones (2.21)y (2.22) cuando
se desprecian las pe´rdidas por radiacio´n. El sistema de ecuaciones (4.39) y (4.40) se
Figura 4.3: Perfiles de temperatura utilizando las ecuaciones (1.39) y (1.40) la cua´l con-
templa pe´rdidas de energ´ıa por radiacio´n. La solucio´n es una serie de pulsos en lugar de
frentes. Se utilizo´ C = 0.5,
∆Cp
Cp
= 0.5, θ0 = 0.07 y ε = 0, 004 Tomado de Pujol et al
[1]
resuelve nume´ricamente para calcular la velocidad de propagacio´n de los pulsos de la




θ0 = 0.07 y ε = 0, 004. Dichos pulsos se van extinguiendo en la medida que se va
perdiendo energ´ıa por radiacio´n. Cabe tambie´n destacar que una de las condiciones
necesarias para encontrar los cotas superiores e inferiores es que ∂θ
∂z
< 0 y adema´s, el
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Figura 4.4: Gra´fica comparativa la cota superior ( c´ırculos negros) representada en la
figura 4.2 y el valor exacto de v sin pe´rdidas radiativas (c´ırculos blancos, como en la figura
4.2) y con pe´rdidas radiativas (c´ırculos negros). Tambie´n se muestran (lineas a trazos y
puntos) los resultados obtenidos por Fort et al [7] los cuales toman pe´rdidas radiativas en
cuenta, pero ignoran los efectos de difusio´n. Adicionalmente debe contemplarse el hecho
de que los pulsos son ma´s lentos que los frentes ya que se presentan pe´rdidas por radiacio´n
Tomado de Pujol et al [1]
texto que acompan˜a dicha ecuacio´n debe cumplirse tambie´n. Por lo tanto ninguno de los
me´todos explicados se aplica para predecir la velocidad de los pulsos en el caso de
pe´rdidas radiativas. No obstante, dado que las pe´rdidas radiativas disminuira´n la
velocidad de los pulsos de la llama, podemos usar las mismas cotas superiores e inferiores
encontradas en el trabajo de Pujol et al, como se puede apreciar en la figura 4.4
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Cap´ıtulo 5
Me´todo de elementos finitos
Al igual que el metodo de diferencias finitas, planteado por los autores Pujol et al [1] se
propondra´ ahora el me´todo de los elementos finitos.
5.1 Residuos Ponderados Me´todo de Galerkin






















e−1θ − e− 1θ0
 (5.2)
Tomando Le = 0.5, C = 0.5,
∆Cp
Cp




















e−1θ − e− 1θ0
 (5.4)
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5.2 Discretizacio´n del dominio y polinomios de
interpolacio´n
Figura 5.1: Imagen tomada de Numerical methods for engineers and scientists. Hoffman,
Joe D. and Frankel, Steven [11].
El espacio f´ısico se discretizara´ en I nodos y en I-1 elementos como se ilustra en la figura
5.1
En el desarrollo del me´todo se denotaron los nodos como 1,2,...,i− 1,i,i+ 1,... como
sub´ındice y los elementos como super ı´ndices (1),(2),...,(i− 1), (i),...
De esta manera el elemento (i) comienza en el nodo i y termina en el nodo i+ 1. El largo
del elemento (incremento) es ∆ri = ri+1 − ri y el incremento del tiempo ∆tn = tn+1 − tn.
Sean ahora θ(r, t) y ρ′(r, t) las soluciones globales exactas las cuales podemos igualar a
la suma de una serie de polinomios interpolantes locales de la forma θ(i)(r, t) y ρ′(i)(r, t)
con i = 1, 2, ..., I − 1 los cuales son va´lidos en cada elemento. De esta manera













Los polinomios interpolantes locales θ(i)(r, t) y ρ′(i)(r, t) son definidos de la siguiente
manera:
θ(i)(r, t) = θi(t)N
(i)
i (r) + θi+1(t)N
(i)
i+1(r) (5.7)
ρ′(i)(r, t) = ρ′i(t)M
(i)






Ni(r) = − r − ri+1
ri+1 − ri Ni+1(r) =
r − ri
ri+1 − ri =
r − ri
∆ri





De esta manera los polinomios interpolantes aplicados al nodo i quedan:






















Ahora formamos las funciones residuales
R1(r, t) = θt − θrr − 0.52ρ′rθr − ρ′
e−1θ − e− 1θ0
 (5.11)
R2(r, t) = (ρ
′)′t − 0.5ρ′rr + 0.5
e−1θ − e− 1θ0
 (5.12)
Seguidamente los residuos anteriores se multiplicara´n por un conjunto de funciones de
peso Wk(r) y Vk (k = 1, 2, ...) respectivamente para luego integrarlas sobre el dominio
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θt − θrr − 0.52ρ′rθr − ρ′
e−1θ − e− 1θ0







ρ′t − 0.5ρ′rr + 0.5
e−1θ − e− 1θ0

 dr = 0 (5.14)
Nota: Aunque realmente I1 y I2 depende simulta´neamente de θ y ρ
′.
Los te´rminos I1(θ(r, t)) y I2(ρ
′(r, t)) denotan los residuos integrales ponderados para las




















u = W v′ = θrr
u′ = Wr v = θr















e−1θ − e− 1θ0
 dr
(5.15)





















u = V T ′ = θrr
u′ = Vr T = θr
Por razones ana´logas el te´rmino [V ρ′r]
b
















e− 1θ(i) − e− 1θ0
 dr
(5.16)
Por otra parte, y de acuerdo a la discretizacio´n hecha las funciones residuales integrales
puede ser escritas de la siguiente manera:
I1 = I1(θ(r, t)) = I
(1)(θ(r, t)) + ...+ I(i)(θ(r, t)) + ...+ I(I−1)(θ(r, t)) = 0 (5.17)
I2 = I2(ρ(r, t)) = I
(1)(ρ(r, t)) + ...+ I(i)(ρ(r, t)) + ...+ I(I−1)(ρ(r, t)) = 0 (5.18)






















































Ahora bien como θ(i)(r, t) y ρ(i)(r, t) esta´n definidas por (5.9) y (5.10) tenemos que:
θ
(i)































































(i)(θ(r, t) = p+ q + s+ h (5.25)
I2 = I
(i)(ρ(r, t) = e+ f + j (5.26)
Utilizando el me´todo de los residuos ponderados de Galerkin Wk = Vk(k = 1, 2, ...) asi:
W (r) = V (r) = Ni(r) = −r − ri+1
∆ri
(5.27)
Wx = Vx = − 1
∆ri
(5.28)






































































































e−1θ − e− 1θ0




































Esta integral no se evalu´a en un programa de computador por lo tanto se realizara´
mediante el me´todo de Simpson
1
3
con n = 10. Por lo tanto
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X(r) = −W (r)ρ(i)
































































































e− 1θ(i) − e− 1θ0




































Al igual que la integral h esta operacio´n no se realiza fa´cilmente en un programa de
ca´lculo simbo´lico por lo cual procedemos de manera ana´loga definiendo una funcio´n
G(r) y aplicamos el me´todo de Simpson
1
3







e− 1θ(r, t) − e− 10.07
 (5.37)
j ≈ o = b− a
2 ∗ 12
(



















e− 1θ(r, t) − e− 10.07
.
Ahora tomamos




y reescribimos los residuos integrales ahora como:
I(i)(θ(r, t)) = p1 + q1 + s1 + h1 (5.40)
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(ρ′i − ρ′i+1)(θi − θi+1)
(5.44)
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Esta u´ltima integral se evalu´a por el me´todo de Simpson
1
3
con n = 10.
De esta manera:
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j1 ≈ o1 = b− a
3 ∗ 10
[


































































Y (r) = −W (r)ρ(i)





































































































































Las ecuaciones (5.19) y (5.40) se denominan ecuaciones elementales de la temperatura θ
para el elemento (i) y las ecuaciones (5.20) y (5.41) se denominan ecuaciones elementales




(2θ˙i + θ˙i+1) +
1
∆ri
(θi − θi+1)− 1
8∆ri




(θ˙i + 2θ˙i+1) +
1
∆ri
(θi − θi+1)− 1
8∆ri




(2ρ˙′i + ρ˙′i+1) +
1
2∆ri




(ρ˙′i + 2ρ˙′i+1) +
1
2∆ri
(ρ′i+1 − ρ′i) + j1 = 0 (5.54)
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Enseguida se ensamblara´n las ecuaciones para el nodo i. Primero debe notarse que en
general ∆ri = ri+1− ri 6= ∆ri+1− ri. Adema´s el nodo i del elemento i− 1 corresponde al
nodo i+ 1 en el elemento en general
Figura 5.2: Elemento General.
Figura 5.3: Elemento (i-1).
Figura 5.4: Elemento (i).
Las anteriores imagenes fueron tomadas de Numerical Methods for Engineers and
Scientists. Hoffman et al [11].
As´ı para las ecuaciones (5.52) y (5.54) reemplazaremos i por i− 1 de la siguiente manera:
∆r−
6
(θ˙i−1 + 2θ˙i) +
1
∆r−
(θi−1 − θi)− 1
8∆r−
(ρ′i−1 − ρ′i)(θi−1 − θi) + h1 = 0 (5.55)







(ρ˙′i−1 + 2ρ˙′i) +
1
2∆r−
(ρ′i − ρ′i−1) + j1 = 0 (5.56)





Por otra parte como el elemento general coincide con el elemento (i) las ecuaciones
(5.51) y (5.53) quedan respectivamente
∆ri
6
(2θ˙i + θ˙i+1) +
1
∆ri
(θi − θi+1)− 1
8∆ri




(2ρ˙′i + ρ˙′i+1) +
1
2∆ri
(ρ′i − ρ′i+1) + j = 0 (5.58)
Tomando ∆r− = ∆r+ = ∆r y sumando las ecuaciones (5.55) y (5.57) por una parte y
(5.56) y (5.58) por otra, se obtiene:
∆r
6
(θ˙i−1 + 2θ˙i) +
1
∆r
(θi−1 − θi)− 1
8∆r




(2θ˙i + θ˙i+1) +
1
∆r
(θi − θi+1)− 1
8∆r




(ρ˙′i−1 + 2ρ˙′i) +
1
2∆r
(ρ′i − ρ′i−1) + j1 +
∆r
6
(2ρ˙′i + ρ˙′i+1) +
1
2∆r
(ρ′i − ρ′i+1) + j = 0
(5.60)




(θ˙i−1 + 2θ˙i) +
6
(∆r)2
(θi−1 − θi)− 3
4(∆r)2




+ (2θ˙i + θ˙i+1) +
6
(∆r)2
(θi − θi+1)− 3
4(∆r)2





(ρ˙′i−1 + 2ρ˙′i) +
3
(∆r)2
(ρ′i − ρ′i−1) +
6
∆r
j1 + (2ρ˙′i + ρ˙′i+1) +
3
(∆r)2





Simplificando las ecuaciones anteriores:
(θ˙i−1 + 4θ˙i + θ˙i+1) +
6
(∆r)2
(θi−1 − θi+1)− 3
4(∆r)2




(h1 + h) = 0
(5.63)
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(ρ˙′i−1 + 4ρ˙′i + ρ˙′i+1)−
3
(∆r)2
(ρ′i−1 − 2ρ′i + ρ′i+1) +
6
∆r
(j1 + j) = 0 (5.64)
A continuacio´n se realiza una aproximacio´n en diferencias finitas para las derivadas








































(ρ′ni−1 − 2ρ′ni + ρ′ni+1) + ∆t(jn1 + jn) = 0
(5.66)
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5.3 Elementos finitos sin radiacio´n.
Estas dos u´ltimas ecuaciones son las ecuaciones nodales las cuales nos permiten hacer
las iteraciones y as´ı resolver el sistema.














[(ρ′ni−1 − ρ′ni )(θni−1 − θni ) + (ρ′ni − ρ′ni+1)(θni − θni+1)]−∆t(hn1 + hn) = 0
(5.67)










(ρ′ni−1 − 2ρ′ni + ρ′ni+1) + ∆t(jn1 + jn) = 0 (5.68)
i = 2, 3, 4.
Para ∆r = 100 y ∆t = 50 con las condiciones iniciales mostradas en la tabla 5.3.
bt2 = 2 + 4(0, 07) + 0, 07 +
6× 5
(100)2
(2− 0, 07)− 3
4(100)2
[(0− 1)(2− 0.07) + (1− 1)(0, 07− 0, 07)]
− 50(0 + (−0, 02)) 6
100
= 2.5
bd2 = 0 + 4 · 1 + 1 + 6 · 50
1002
(0− 2 · 1 + 1)− 50(0.0097) · 6
100
= 4, 9










2 0,07 0,07 0,07 0,07





















2 0,11 0,06 0,07 0,07










Table 5.2: Valores para la primera iteracio´n de la temperatura y densidad adimensionales
Con t′ = 0, ∆r = 100, ∆t = 50 y
bt2 = 2.5 bd2 = 4.9
bt3 = 0.42 bd2 = 6
bt3 = 0.42 bd2 = 6
4θ12 + θ
1



















5 = 6− 1
De manera ana´loga se procede a llenar la siguiente tabla:
61
t′











2 0,07 0,07 0,07 0,07
0 1 1 1 1
1
2 0,11 0,06 0,07 0,07
0 0,98 0.97 1.1 1
2
2 0,14 0,05 0,07 0,07
0 0,95 1 1 1
3
2 0,16 0,05 0,08 0,07
0 0,92 0,99 1 1
4
2 0,19 0,05 0,09 0,07
0 0,87 0,99 1 1
Table 5.3: Perfil de velocidad para un frente de llama con radiacio´n  = 0, 4 y Le = 0, 5.
Figura 5.5: Perfiles de θ vs. r para una llama sin radiacio´n.
62
5.4 Elementos finitos con radiacio´n.
A continuacio´n se hara´ una comparacio´n para una llama con radiacio´n ( = 0, 04),
∆r = 30, ∆t = 1 y valores de Le = 0, 5 y Le = 0.
A diferencia del procedimiento anterior se adicionara´ el te´rmino ε(θ4 − θ40) el cual
corresponde a perdidas por radiacio´n. Los resultados se muestran a continuacio´n:
Figura 5.6: Perfiles de θ vs. r para una llama sin radiacio´n.
No hay una diferencia apreciable entre Le = 0 y Le = 0, 5 cuando ∆t = 1 y ∆r = 30.















0,07 2 0,07 0,07 0,07
0 0 1 1 1
1
0,07 1,8 -0,39 0,19 0,07
0 0,11 1,3 0,93 1
2
0,07 1,6 -0,2 0,31 0,07
0 0,08 1,2 0,86 1
3
0,07 1,5 -0,003 0,46 0,07
0 0,06 1,1 0,76 1
4
0,07 1,4 0,22 0,65 0,07
0 0,07 0,93 0,62 1
5
0,07 1,3 0,48 0,89 0,07
0 0,09 0,74 0,44 1
6
0,07 1,2 0,79 1,2 0,07
0 0,11 0,52 0,22 1
7
0,07 1,1 1,1 1,4 0,07
0 0,15 0,25 -0,04 1
8
0,07 1,1 1,2 1,5 0,07
0 0,19 -0,02 -0,29 1
9
0,07 1,1 1,2 1,6 0,07
0 0,23 -0,27 -0,53 1
10
0,07 1 1,2 1,5 0,07
0 0,27 -0,52 -0,77 1
11
0,07 1 1,1 1,4 0,07
0 0,31 -0,78 -1 1
Table 5.4: Perfil de velocidad para un frente de llama con radiacio´n ∆r = 30, ∆t = 1 y
Le = 0, 5
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t











0,07 2 0,07 0,07 0,07
0 0 1 1 1
1
0,07 1,67 -0,36 0,18 0,07
0 -0,11 1,3 0,93 1
2
0,07 1,5 -0,18 0,3 0,07
0 -0,11 1,2 0,85 1
3
0,07 1,4 0,02 0,45 0,07
0 -0,10 1 0,73 0,07
4
0,02 1,3 0,21 0,63 0,07
0 -0,10 0,93 0,57 1
5
0,07 1,2 0,5 0,86 0,07
0 -0,1 0,72 0,37 1
6
0 1,1 0,77 1,1 0,07
0 0 0,48 0,13 1
7
0 1 1 1,3 0,07
0 0,1 0,19 -0,13 1
8
0 0,94 1,2 1,4 0,07
0 0,16 -0,11 -0,39 1
9
0,07 0,91 1,2 1,5 0,07
0 0,21 -0,39 -0,65 1
10
0,07 0,89 1,2 1,5 0,07
0 0,26 -0,64 -0,89 1
11
0,07 0,87 1,2 1,4 0,07
0 0,31 -0,9 -1.1 1
Table 5.5: Perfil de velocidad para un frente de llama con radiacio´n ∆r = 30, ∆t = 1 y
Le = 0.
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5.5 Diferencias Finitas vs Elementos Finitos.
Los detalles de la solucio´n nume´rica de las ecuaciones de conservacio´n deberan ser ahora
explorados. Sin pe´rida de generalidad, se puede volver al modelo matema´tico
unidimensional desarrollado en el capitulo 3.














Estas derivadas son aproximadas por el uso correspondiente a las de una interpolacio´n
parabo´lica que esta´ determinada por los puntos zl−1,zl,zl+1
Figura 5.7: Aproximacio´n parabo´lica f = az2 + bz + c.
fl+1 = alz
2
l+1 + blzl+1 + cl (5.69)
fl = alz
2
l + blzl + cl (5.70)
fl−1 = alz2l−1 + blzl−1 + cl (5.71)
∆z no requiere ser uniforme.
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Hallemos al y bl. Despejando cl de las ecuaciones (5.69) y (5.70) e igualando, obtenemos






















fl+1∆zl−1 − fl[∆zl + ∆zl−1] + fl−1∆zl
∆zl−1








































= 2az + b
En fl+1
fl+1 =













(α + 1)2zl + zl+1 + zl−1
∆z








































= 2a = 2, entonces



















































fl+1 − 2fl + fl−1
∆zl































ρ′l+1 − 2ρ′l + ρ′l−1
(∆r)2























ρ′ni+1 − ρ′ni + ρ′ni−1
(∆r)2
− Cρ′i
e− 1θi − e− 1θ0
 (5.75)
Despejando θni+1 y ρ
′n






















Leρ′ni+1 − ρ′ni + ρ′ni−1
(∆r)2
− Cρ′i
e− 1θi − e− 1θ0

∆t+ ρ′ni−1 (5.77)
Tomando como condiciones iniciales n = 0
θ
θ10 θ20 θ30 θ40 θ50
2 0,07 0,07 0,07 0,07
ρ










Table 5.6: Perfil de velocidad para un frente de llama con radiacio´n  = 0 y Le = 0, 5.
Tomando ∆t = 5, ∆r = 10, Le = 0, 5, C = 0, 5,
∆Cp
Cp




0, 07− 2(0, 07) + 2
(10)2









e− 10, 07 − e− 10, 07

 5 + 2 = 0, 160468 ∼= 0, 1605
(5.78)
ρ′11 =
0, 51− 2 · 1− 0
(10)2
− 0, 5 · 1
e− 10, 07 − e− 10, 07

 5 + 1 = 0, 975 (5.79)
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Ahora es posible construir la siguiente tabla en donde los te´rminos temperatura y
densidad se refieren a las cantidades temperatura adimensional θ y densidad
adimensional ρ′
Tabla 5.6: Frente de llama para Le = 0, 5 sin radiacio´n ∆t = 5, ∆r = 10,
∆Cp
Cp
= 0, 5 y
θ0 = 0, 07. Curvas para t
′ = 35, t′ = 60 y t′ = 85.
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Figura 5.8: Diferencias Finitas de radiacio´n.
En la figura 5.11 nu´mero se comparan los frentes de llama para Le = 0, Le = 0, 5 y
Le = 1 y su respectiva y la respectiva tabla de valores aparece en la tabla Aˆ·Aˆ·Aˆ·.
Figura 5.9: Comparacio´n del frente de llama para con diferentes Le.
Como se aprecia al aumentar Le las curvas aumentan ligeramente su θma´x.
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Tabla 5.7: Comparacio´n del frente de llama para Le = 0, 5 y Le = 0 ∆t = 1,
∆r = 10,para un tiempo t = 20 y t = 40.
Valoracio´n de la cota inferior.
Retomando la propuesta del autor donde
g = (1− θ′)n
h = − dg
dθ′
= n(1− θ)n−1∫ 1
0
(1− θ′)dθ = 1
n+ 1




f [n(1− θ′)2n−1 −B(1− θ′)n]dθ
f = C(1− θ′)
e− 1θ0 + (θmax − θ0)θ′ − e− 1θ0

73
Con Le = 0, 5, C = 0, 5,
∆Cp
Cp






y n = 0, 5




f [0, 5(1− θ′)2(0,5)−1 − 1
4
(1− θ′)0,5]dθ
f = 0, 5(1− θ′)
e− 10, 07 + (1, 93)θ′ − e− 10, 07

Con el me´todo de Simpson
1
3
y n = 10 y tomando
F (θ) = 3
√









3 · (10)[F (0) + 4F (0, 1) + 2F (0, 3) + 4F (0, 3)
+ 2F (0, 4) + 4F (0, 5) + 2F (0, 6) + 4F (0, 7)
+ 2F (0, 8) + 4F (0, 9) + F (1)]
f(0) = 0 F (0) = 0
f(0, 1) = 0, 010044 F (0, 1) = 0, 154136
f(0, 2) = 0, 044663 F (0, 2) = 0, 333207∫ 1
0
F (θ)dθ = 0, 3788
lo cual esta´ de acuerdo con la figura 3 del articulo.
Para Le = 0, 5 y n = 1 tenemos la siguiente tabla
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Tabla 5.8: Valores de f(t) y F (t) para la evaluacio´n de las cotas inferiores para la
velocidad para Le = 0, 5 y n = 0, 5.
Tabla 5.9: Valores de f(t) y F (t) para la evaluacio´n de las cotas inferiores para la
velocidad para Le = 0, 5 y n = 1.
5.6 Determinacio´n de la cotas inferiores: Una
propuesta para g(θ).
Ahora se propondra´ una funcio´n para construir unas cotas inferiores.





















































Observacio´n: n 6= 0.
Ensayemos para n = 1

















Al igual que en la situacio´n anterior
f(θ) = 0, 5(1− θ′)


















3 · (10)[F (0) + 4F (0, 1) + 2F (0, 3) + 4F (0, 3)
+ 2F (0, 4) + 4F (0, 5) + 2F (0, 6) + 4F (0, 7)
+ 2F (0, 8) + 4F (0, 9) + F (1)]
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f(0) = 0 F (0) = 0
f(0, 1) = 0, 010044 F (0, 1) = 0, 091816
f(0, 2) = 0, 044663 F (0, 2) = 0, 250364
En la tabla 3 se muestran los ca´lculos para la integral I =
∫ 1
0
F (θ)dθ = 0, 2893 la cual
es un valor ma´s bajo que los propuestos por los autores de los art´ıculos.
tabla 6.0: Valores de f(t) y F (t) para la evaluacio´n de las cotas inferiores de la
velocidad con Le = 0, 5 y n = 1.
Tabla 6.1: Valores de f(t) y F (t) para la evaluacio´n de las cotas inferiores de la
velocidad con Le = 0 y n = 1.
77
Tabla 6.2: Valores de f(t) y F (t) para la evaluacio´n de las cotas inferiores de la
velocidad con Le = 1 y n = 1.
Para n = 2 y Le = 0, 5































F (θ)dθ = 0, 5891












En la tabla siguiente se muestran los resultados obtenidos para las dos propuestos junto
con los valores experimentales.
Tabla 5.3: Comparacio´n entre las propuestas polino´mica y exponencial.
Figura 5.: Comparacio´n entre las propuestas polino´mica y exponencial.
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A continuacio´n se presenta la tabla de valores obtenidas por el me´todo de diferencias














e−1θ − e− 1θ0







e−1θ − e− 1θ0
 (5.81)
Tabla 6.4: Valores obtenidos para las variables temperatura y densidad adimensionales
considerando pe´rdidas por radiacio´n.
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Y finalmente se muestra una curva correspondiente a la tabla anterior.




A trave´s de experimentos que se han reportado en la literatura se evidencia que los
procesos de combustio´n son afectados no so´lamente por los calores espec´ıficos de la
especies, tambie´n depende de los coeficientes de difusio´n.
Las caracter´ısticas anteriores modifican los patrones de los frente de onda de la llama.
Estos efectos hasta ahora se no se hab´ıa tendido en cuenta en los estudios los estudios
anal´ıticos sobre combustio´n.
En el trabajo que desarrollaron los autores dedujeron, inicialmente, dos ecuaciones
diferenciales acopladas con las variables temperatura y densidad del combustible en una
llama laminar premezclada.
Fundamentalmente el efecto difusivo an˜ade un te´rmino adicional que involucra el
nu´mero de Lewis Le en cual se constituye en un para´metro importante en los procesos
de combustio´n.
El nu´mero de Le es una relacio´n adimensional entre el coeficiente de difusio´n de masa y
la conductividad de calor. El valor Le = 0 implica ausencia de procesos difusivos.
La primera aproximacio´n realizada en el trabajo de los autores fue la de plantear un
modelo sin pe´rdidas radiativas en dos ecuaciones acopladas que posteriormente redujeron
el sistema a una sola ecuacio´n diferencial en donde la u´nica variable es la temperatura.
Una vez se obtiene una sola ecuacio´n se generaliza el me´tod de Benguria para obtener
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las cotas superiores e inferiores para los frentes de llama como funciones del nu´mero de
Lewis.
En el caso Le = 0 el l´ımite superior se convertira´ en la expresio´n cla´sica obtenida por los
autores Aronson y Weinberger , mientras que el l´ımite inferior, es’a de acuerdo con los
resultados obtenidos por Benguria en sus trabajos.
Las predicciones hechas por las simulaciones nume´ricas esta´n de acuerdo en orden de
magnitud con las predichas en este trabajo. Sin embargo en algunos modelos de
combustio´n simples sin difusio´n los resultados obtenidos pueden ser bastante diferentes a
los obtenidos aqui, por ejemplo, con los me´todos presentados otros autores como
Kolmogorov-Petrovski-Piskunov.
Posteriormente se introdujeron las pe´rdidas debidas a la radiacio´n en donde la llama
reduce la velocidad y la propagacio´n de los pulsos debido a la atenuacio´n de la llama.
Desafortunadamente la existencia de pulsos no permite la aplicacio´n de los me´todos
aplicados debido a que el gradiente de temperatura cambia de signo.
No obstante las cotas superiores obtenidas en este trabajo se pueden comparar au´n con
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